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Uvod
Koliko dugacˇka mora biti zracˇna pista na aerodromu kako bi se omoguc´ilo sigurno
slijetanje aviona? Koliko visoke moraju biti brane u Nizozemskoj kako bi sˇtitile od
visokih valova? Koliko dugo mozˇemo zˇivjeti? Koliko brzo mozˇemo trcˇati? Koliko
daleko mozˇemo skocˇiti?
Sva navedena pitanja povezana su s ekstremima, no u ovome radu posebno nas za-
nimaju posljednja dva, koja se odnose na svjetske rekorde u atletici. Tocˇnije, zˇelimo
odgovoriti na dva glavna pitanja: Koji je ultimativan svjetski rekord u pojedinoj
atletskoj disciplini kao sˇto je na primjer zˇenski maraton? Koliko je ”dobar” trenutni
rekord tj. koliko ga je tesˇko poboljˇsati? Ovim pitanjima pristupit c´emo pomoc´u
teorije ekstremnih vrijednosti (TEV) i odgovarajuc´ih statisticˇkih procedura.
TEV je grana statistike koja se bavi ekstremnim odstupanjima od medijana vjerojat-
nosne distribucije. Ona nastoji procijeniti, iz danog uzorka slucˇajnih varijabla, vjero-
jatnost ekstremnih dogadaja koji su vezani uz rep distribucije. Jedan od znacˇajnijih
rezultata teorije ekstremnih vrijednosti je da maksimumi uzorka nezavisnih jednako
distribuiranih slucˇajnih varijabla, nakon odgovarajuc´e normalizacije, mogu konvergi-
rati po distribuciji samo u jednu od iduc´ih tri distribucija, Gumbelovu, Fre`chetovu
ili Weibullovu.
Standardna forma ovih triju distribucija naziva se generalizirana distribucija ekstrem-
nih vrijednosti (GEV distribucija), a opisana je pomoc´u tri parametra, funkcije skale,
lokacijske funkcije te indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti. GEV distribucija ima
sˇiroku primjenu u upravljanu rizicima, financijama, osiguranjima, hidrologiji, klima-
tologiji i mnogim drugim podrucˇjima koji se bave ekstremnim dogadajima.
U ovome radu opisat c´emo glavne rezultate teorije ekstremnih vrijednosti te objasniti
kako se procjenjuju sva tri gornja parametra. Posebnu pazˇnju posvetit c´emo indeksu
razdiobe ekstremnih vrijednosti te c´emo u Poglavlju 2 navesti nekoliko njegovih pro-
cjenitelja. U Poglavlju 3 opisat c´emo glavne rezultate vazˇne za procjenu ekstremnih
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kvantila te konacˇno procjenu desne krajnje tocˇke razdiobe. U Poglavlju 4 primijenit
c´emo opisanu teoriju na prikupljene podatke o osobnim rekordima najboljih atleticˇara
za 10 atletskih disciplina te dati odgovore na gore postavljena pitanja. Podatke c´emo
obradivati u statisticˇkom programu R.
Poglavlje 1
Uvod u teoriju ekstremnih
vrijednosti
Neka su X1, X2, ..., Xn nezavisne i jednako distribuirane slucˇajne varijable s funkcijom
distribucije F te neka je x∗ njezina desna krajnja tocˇka tj. x∗ := sup{x : F (x) < 1}
koja mozˇe biti beskonacˇna. Tada
Mn = max(X1, X2, ..., Xn)
P→ x∗, n→∞ ,
jer vrijedi
P (max(X1, ..., Xn) ≤ x) = P (X1 ≤ x,X2 ≤ x, ..., Xn ≤ x) = F n(x) ,
sˇto konvergira u 0 za x < x∗ ili u 1 za x ≥ x∗. Dakle, kako bismo dobili nedegeneriranu
granicˇnu distribuciju za Mn potrebno je provesti normalizaciju. Pretpostavimo da
postoji niz pozitivnih realnih brojeva an te niz realnih brojeva bn takvi da
max(X1, X2, ..., Xn)− bn
an
ima nedegeneriranu granicˇnu distribuciju kako n→∞ tj. da vrijedi
lim
n→∞
F n(anx+ bn) = G(x) (1.1)
za svaku tocˇku neprekidnosti x od G. Klasa funkcija distribucije G koje se mogu po-
javiti kao limes u relaciji (1.1) cˇine klasu funkcija distribucije ekstremnih vrijednosti.
Za svaku od tih granicˇnih distribucija zˇelimo pronac´i nuzˇne i dovoljne uvjete za
pocˇetnu funkciju distribucije F iz (1.1). Klasu funkcija distribucije F koje zadovo-
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ljavaju (1.1) nazivamo maksimalna domena atrakcije od G ili domena atrakcije.
Logaritmiranjem relacije (1.1) dobivamo ekvivalentnu relaciju koja vrijedi za svaku
tocˇku neprekidnosti x za koju je 0 < G(x) < 1,
lim
n→∞
n logF (anx+ bn) = logG(x) . (1.2)
Za svaki takav x vrijedi da F (anx+ bn)→ 1 pa
lim
n→∞
− logF (anx+ bn)
1− F (anx+ bn) = 1 .
Stoga relaciju (1.2) mozˇemo zapisati kao
lim
n→∞
n(1− F (anx+ bn)) = − logG(x) .
Definicija 1. Generalizirana inverzna funkcija neopadajuc´e funkcije f tj. f← defi-
nirana je relacijom
f←(x) := inf{y : f(y) ≥ x} .
Teorem 1.0.1. Neka je an niz pozitivnih realnih brojeva, bn niz realnih brojeva te
neka je G nedegenerirana funkcija distribucije. Tada su sljedec´e tvrdnje ekvivalentne:
1.
lim
n→∞
F n(anx+ bn) = G(x)
za svaku tocˇku neprekidnosti x od G.
2.
lim
t→∞
t(1− F (a(t)x+ b(t))) = − logG(x) ,
za svaku tocˇku neprekidnosti x od G za koju vrijedi 0 < G(x) < 1, a(t) := a[t] i
b(t) := b[t] (pri cˇemu je [t] cjelobrojni dio od t).
3.
lim
t→∞
U(tx)− b(t)
a(t)
= D(x) , (1.3)
za svaku tocˇku neprekidnosti x > 0 funkcije D(x) = G←(e−1/x) pri cˇemu je U =(
1
1−F
)←
, a(t) := a[t], b(t) := b[t].
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 1.1.2., str. 6.
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1.1 Distribucije ekstremnih vrijednosti
Sada mozˇemo identificirati klasu nedegenerirajuc´ih funkcija distribucija koje se pojav-
ljuju kao limes u relaciji (1.1). Tu klasu nazivamo klasa distribucije ekstremnih vrijednosti.
Teorem 1.1.1. (Fisher i Tippet (1928), Gnedenko (1943)) Klasa distribucije eks-
tremnih vrijednosti je Gγ(ax+ b) gdje je a > 0, b ∈ R te
Gγ(x) = exp
(−(1 + γx)−1/γ) , (1.4)
za γ ∈ R i gdje je za γ = 0 desna strana interpretirana kao exp(−e−x).
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 1.1.3., str. 7.
Definicija 2. Parametar 1/γ iz relacije (1.4) naziva se repni indeks pri cˇemu je γ
indeks razdiobe ekstremne vrijednosti.
Rezultat prethodnog teorema pokazuje da granicˇne funkcije distribucije formiraju
jednostavnu eksplicitnu jednoparametarsku familiju, do na nizove an i bn. Promo-
trimo posebno slucˇajeve za podklase γ > 0, γ = 0 te γ < 0:
1. Za γ > 0 je Gγ(x) < 1 za svaki x pa je desna krajnja tocˇka funkcije distribucije
beskonacˇna.
2. Za γ = 0 desna krajnja tocˇka jednaka je beskonacˇnosti.
3. Za γ < 0 desna krajnja tocˇka funkcije distribucije jednaka je −1/γ.
Ako je G = Gγ u relaciji (1.1) za neki γ ∈ R kazˇemo da je funkcija distribucije F
u domeni atrakcije od Gγ te piˇsemo F ∈ D(Gγ). Rezultat Teorema 1.1.1. dovodi do
reformulacije Teorema 1.0.1.
Teorem 1.1.2. Za indeks ekstremne vrijednosti γ ∈ R sljedec´e tvrdnje su ekviva-
lentne:
1. Postoje an > 0, bn ∈ R takvi da je
lim
n→∞
F n(anx+ bn) = Gγ(x) = exp
(−(1 + γx)−1/γ) , (1.5)
za svaki x takav da je 1 + γx > 0.
2. Postoji pozitivna funkcija a takva da za svaki x > 0 vrijedi
lim
t→∞
U(tx)− U(t)
a(t)
= Dγ(x) =
xγ − 1
γ
, (1.6)
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gdje se za γ = 0 desna strana jednakosti interpretira kao log x.
3. Postoji pozitivna funkcija a takva da je
lim
t→∞
t(1− F (a(t)x+ U(t))) = (1 + γx)−1/γ , (1.7)
za svaki x takav da je 1 + γx > 0.
4. Postoji pozitivna funkcija f takva da je
lim
t↑x∗
1− F (t+ xf(t))
1− F (t) = (1 + γx)
−1/γ (1.8)
za svaki x takav da je 1 + γx > 0 te gdje je x∗ = sup{x : F (x) < 1}.
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 1.1.6., str. 10.
Uocˇimo kako smo tvrdnju (1.6) dobili reformulacijom tvrdnje (1.3) koristec´i Dγ =
G←γ (e
−1/x). Inverznu funkciju funkcije Gγ(e−1/x) dobili smo racˇunom:
exp−(1 + γx)−1/γ = y ⇔ (1 + γx)−1/γ = − ln y ⇔
⇔ 1 + γx = 1
(− ln y)γ ⇔ x =
1/(− ln y)γ − 1
γ
iz cˇega slijedi
G←γ (e
−1/x) =
1/(1/x)γ − 1
γ
=
xγ − 1
γ
.
Nadalje, koristili smo b(t) = b[t] := U(t) te dobili
lim
t→∞
U(tx)− U(t)
a(t)
=
xγ − 1
γ
,
za x > 0, γ ∈ R i odgovarajuc´u pozitivnu funkciju a. Tada vrijedi
U(tx) ≈ U(t) + a(t)x
γ − 1
γ
.
Uocˇimo sada kako nam relacija (1.6) omoguc´ava procjenu ekstremnog kvantila prila-
godbom funkcije (xγ − 1)/γ funkciji kvantila U .
1.2. DOMENA PRIVLACˇNOSTI 7
1.2 Domena privlacˇnosti
Za funkciju distribucije F zˇelimo pronac´i dovoljne uvjete uz koje c´e postojati niz
realnih brojeva an > 0 i bn takvih da vrijedi
lim
n→∞
F n(anx+ bn) = Gγ(x) .
Ti uvjeti, koje je pronasˇao von Mises (1936), zahtijevaju postojanje prve ili druge
derivacije od F . Sljedec´i teorem govori o dovoljnom uvjetu za pripadnost domeni
atrakcije, a navedeni uvjet naziva se von Misesov uvjet.
Teorem 1.2.1. Neka je F funkcija distribucije te x∗ njezina desna krajnja tocˇka.
Pretpostavimo da F ′′(x) postoji i da je F ′(x) pozitivna funkcija za svaki x < x∗. Ako
vrijedi
lim
t↑x∗
(
1− F
F ′
)′
(t) = γ ,
ili ekvivalentno,
lim
t↑x∗
(1− F (t))F ′′(t)
(F ′(t))2
= −γ − 1 ,
tada je F u domeni atrakcije od Gγ .
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 1.1.8., str. 15.
Napomena 1. Uocˇimo kako u Teoremu 1.2.1. ekvivalencija jednostavno slijedi iz(
1− F
F ′
)′
→ γ ⇔ (−F
′)F ′ − (1− F )F ′′
(F ′)2
→ γ ⇔ −(F
′)2 − (1− F )F ′′
(F ′)2
→ γ
⇔ −1− (1− F )F
′′
(F ′)2
→ γ ⇔ (1− F )F
′′
(F ′)2
→ −γ − 1
Iduc´i teorem govori o nuzˇnim i dovoljnim uvjetima za pripadnost funkcije distribucije
F domeni atrakcije od Gγ.
Teorem 1.2.2. Funkcija distribucije F je u domeni atrakcije od distribucije granicˇnih
vrijednosti Gγ ako i samo ako
1. za γ > 0: x∗ je beskonacˇno i
lim
t→∞
1− F (tx)
1− F (t) = x
−1/γ (1.9)
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za svaki x > 0.
2. za γ < 0: x∗ je konacˇno i
lim
t↓0
1− F (x∗ − tx)
1− F (x∗ − t) = x
−1/γ
za svaki x > 0.
3. za γ = 0 :
lim
t↑x∗
1− F (t+ xf(t))
1− F (t) = e
−x
za svaki x ∈ R gdje je f neka pozitivna funkcija. Uocˇimo kako x∗ mozˇe biti konacˇno
ili beskonacˇno.
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 1.2.1., str. 19.
Poglavlje 2
Procjena indeksa ekstremne
vrijednosti
Prisjetimo se relacije (1.8) koja kazˇe da postoji pozitivna funkcija f takva da za sve
x koji zadovoljavaju 1 + γx > 0 vrijedi
lim
t↑x∗
1− F (t+ xf(t))
1− F (t) = (1 + γx)
−1/γ ,
gdje je x∗ = sup{x : F (x) < 1}. Neka je X slucˇajna varijabla s funkcijom distribucije
F te neka je F ∈ D(Gγ). Tada nam prethodna relacija govori da za x > 0, x <
(0 ∨ (−γ))−1 vrijedi
lim
t↑x∗
P
(
X − t
f(t)
> x | X > t
)
= (1 + γx)−1/γ . (2.1)
Uvjetna distribucija od (X − t)/f(t) uz uvjet X > t ima granicˇnu distribuciju kada
t ↑ x∗
Hγ(x) := 1− (1 + γx)−1/γ, 0 < x < (0 ∨ (−γ))−1 , (2.2)
gdje se za γ = 0 desna strana interpretira kao 1 − ex. Ta klasa funkcija distribu-
cije naziva se klasa generaliziranih Pareto distribucija (GPD). Relacija (1.8) nam
zapravo govori da se od nekog praga t nadalje tj. za X > t funkcija distribucije mozˇe
aproksimativno zapisati kao
1− F (x) ≈ (1− F (t))
(
1−Hγ
(
x− t
f(t)
))
, x > t . (2.3)
Neka su X1, X2, ... nezavisne jednako distribuirane slucˇajne varijable s funkcijom dis-
tribucije F te neka Fn odgovara empirijskoj funkciji distribucije, Fn(x) = n
−1∑n
i=1 1{Xi≤x} .
Zamijenimo li u relaciji (2.3) t sa Xn−k,n dobivamo
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1− F (x) ≈ (1− F (Xn−k,n))
(
1−Hγ
(
x−Xn−k,n
f(n
k
)
))
.
Kako je 1− F (Xn−k,n) ≈ 1− Fn(Xn−k,n) = k/n konacˇno dobijemo
1− F (x) ≈ k
n
(
1−Hγ
(
x−Xn−k,n
f(n
k
)
))
. (2.4)
Da bismo mogli primijeniti dobivenu aproksimaciju (2.4) potrebno je procijeniti in-
deks razdiobe ekstremne vrijednosti γ.
2.1 Uvjet drugog reda
Prisjetimo se relacije (1.6)
lim
t→∞
U(tx)− U(t)
a(t)
= Dγ(x) =
xγ − 1
γ
,
gdje je U = (1/(1− F ))←. Pretpostavimo da postoji funkcija A konstantnog predz-
naka takva da ako lim
t→∞
A(t) = 0 za svaki x > 0, tada
lim
t→∞
U(tx)−U(t)
a(t)
−Dγ(x)
A(t)
(2.5)
postoji. Funkcija A mozˇe biti pozitivna i negativna. Neka je H granicˇna funkcija
te neka je a1 = aA pri cˇemu su a i A funkcije iz (2.5). Tada relaciju (2.5) mozˇemo
zapisati kao
lim
t→∞
U(tx)− U(t)− a(t)Dγ(x)
a1(t)
= H(x) . (2.6)
Definicija 3. Funkcija U zadovoljava uvjet drugog reda ako za neku pozitivnu funkciju
a i neku pozitivnu ili negativnu funkciju A takvu da lim
t→∞
A(t) = 0 vrijedi
lim
t→∞
U(tx)−U(t)
a(t)
− xγ−1
γ
A(t)
=: H(x) , x > 0 , (2.7)
pri cˇemu H nije oblika H(x) = cDγ(x) gdje je c konstanta, odnosno H nije linearna
transformacija funkcije Dγ(x) = (x
γ − 1)/γ. Posebno, H ne smije biti jednako 0.
Korolar 1. Pretpostavimo da vrijedi relacija (2.7) za sve x > 0. Tada postoji pozi-
tivna funkcija a i pozitivna ili negativna funkcija A takva da
lim
t→∞
U(tx)−U(t)
a(t)
−Dγ(x)
A(t)
=
∫ x
1
sγ−1
∫ s
1
uρ−1duds =: Hγ,ρ(x). (2.8)
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Napomena 2. Funkciju Hγ,ρ iz (2.8) ponekad c´emo pisati kao
Hγ,ρ :=
1
ρ
(
xγ+ρ − 1
γ + ρ
− x
γ − 1
γ
)
, (2.9)
pri cˇemu je parametar ρ ≤ 0 i jednaka je:
1
γ
(
xγ log x− xγ−1
γ
)
, za ρ = 0 6= γ ,
1
ρ
(
xρ−1
ρ
− log x
)
, za ρ 6= 0 = γ ,
1
2
(log x)2 , za ρ = 0 = γ .
2.2 Hillov procjenitelj
Prisjetimo se relacije (1.9) iz Teorema 1.2.2. koji kazˇe da je funkcija F ∈ D(Gγ) za
γ > 0 ako i samo ako
lim
t→∞
1− F (tx)
1− F (t) = x
−1/γ , γ > 0 .
Ekvivalentna forma relacije (1.9) je
lim
t→∞
∫∞
t
(1− F (x))dx
x
1− F (t) = γ. (2.10)
Parcijalnom integracijom dobivamo∫ ∞
t
(1− F (s))ds
s
=
∫ ∞
t
(log u− log t)dF (u)
stoga relaciju (2.10) mozˇemo zapisati kao
lim
t→∞
∫∞
t
(log u− log t)dF (u)
1− F (t) = γ. (2.11)
Zamijenimo li u relaciji (2.11) parametar t s uredajnom statistikom Xn−k,n te F s
empirijskom funkcijom distribucije Fn dobivamo Hillov procjenitelj γˆH
γˆH :=
∫∞
Xn−k,n
log u− logXn−k,ndFn(u)
1− Fn(Xn−k,n)
ili
γˆH :=
1
k
k−1∑
i=0
logXn−i,n − logXn−k,n. (2.12)
Iduc´i teorem govori o uvjetima uz koje je γˆH asimptotski normalan.
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Teorem 2.2.1. Pretpostavimo da funkcija distribucije F zadovoljava uvjet drugog
reda tj. neka za x > 0 vrijedi
lim
t→∞
U(tx)
U(t)
− xγ
A(t)
= xγ
xρ − 1
ρ
, (2.13)
ili ekvivalentno,
lim
t→∞
1−F (tx)
1−F (t) − x−1/γ
A
(
1
1−F (t)
) = x−1/γ xγ/ρ − 1
γρ
,
gdje je γ > 0, ρ ≤ 0 i A funkcija takva da lim
t→∞
A(t) = 0. Tada
√
k(γˆH − γ) d→ N
(
λ
1− ρ, γ
2
)
(2.14)
gdje je N standardna normalna distribucija i
lim
n→∞
√
kA
(n
k
)
= λ
uz konacˇan λ.
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 3.2.5., str. 74.
2.3 Procjenitelj metodom maksimalne
vjerodostojnosti (MLE)
Klasa funkcija distribucije koje zadovoljavaju F ∈ D(Gγ) za neki γ ∈ R ne mogu
biti parametrizirane konacˇnim brojem parametara, stoga procjenitelj metodom mak-
simalne vjerodostojnosti za γ ne postoji.
No relacija (2.1) ukazuje da je za vec´e realizacije slucˇajne varijable X tj. za X > t,
uvjetna distribucija od X−t
f(t)
GP distribucija. Kako je klasa GP distribucija para-
metrizirana samo jednim parametrom γ, mozˇemo primijeniti metodu maksimalne
vjerodostojnosti i na taj nacˇin dobiti koristan procjenitelj za γ. Kako bi ispravno
koristili uvjet X > t u (2.1) potrebna nam je iduc´a lema. No prije samog iskaza leme
prisjetit c´emo se pojma uvjetne gustoc´e.
Definicija 4. Neka je (X, Y ) slucˇajni vektor. Distribuciju slucˇajne varijable X za
danu vrijednost y slucˇajne varijable Y zovemo uvjetnom distribucijom od X za dano
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Y = y. Uvjetne distribucije zadaju se uvjetnim gustoc´ama. Uvjetna gustoc´a (ili
uvjetna funkcija vjerojatnosti) od X za dano Y = y zadaje se
fX|Y (x|y) := P (X = x|Y = y) = P (X = x, Y = y)
P (Y = y)
=
fX,Y (x, y)
fY (y)
, x ∈ R.
To je ujedno funkcija gustoc´e neprekidne vjerojatnosne razdiobe koja odgovara uvjet-
noj distribuciji od X uz dano Y = y. Naime, neka je sa P (a ≤ X ≤ b|Y = y)
oznacˇena uvjetna vjerojatnost da c´e X poprimiti vrijednosti u intervalu [a, b] uz dano
Y = y. Tada je
P (a ≤ X ≤ b|Y = y) :=
∫ b
a
fX|Y (x|y)dx.
Primijetimo da se lijeva strana gornje jednakosti ne racˇuna po formuli za uvjetnu
vjerojatnost P (A|B) := P (A ∩ B)/P (B) (jer je to nemoguc´e zbog P (Y = y) = 0)
iako ima istu interpretaciju.
Lema 1. Neka su X,X1, X2, ..., Xn nezavisne jednako distribuirane slucˇajne varija-
ble sa zajednicˇkom distribucijom F te neka su X1,n ≤ X2,n ≤ ... ≤ Xn,n uredajne
statistike n-tog reda. Zajednicˇka distribucija od {Xi,n}ni=n−k+1 uz dano Xn−k,n := t za
neki k = 1, ..., n− 1 jednaka je zajednicˇkoj distribuciji vektora {X∗i,k}ki=1 nezavisnih i
jednako distribuiranih slucˇajnih varijabli {X∗i }ki=1 s funkcijom distribucije
Ft(x) = P (X ≤ x|X > t) = F (x)− F (t)
1− F (t) , x > t .
Dokaz: Neka su E1,n ≤ ... ≤ En,n uredajne statistike nezavisnih i jednako distribu-
iranih slucˇajnih varijabli s eksponencijalnom distribucijom tj. F (x) = P (E > x) =
e−x, x > 0 . Tada je uvjetna distribucija od (En−k+1,n, ..., En,n) uz uvjet En−k,n = t,
jednaka distribuciji od (E∗1,k, ..., E
∗
k,k) tj.
F (x) = P (E∗ > x) = e−(x−t), za x > t. (2.15)
Neka je V (x) := (− log(1− F (x)))←. Uvjetna distribucija od (V (En−k+1,n), ..., V (En,n))
uz uvjet V (En−k,n) = V (t) jednaka je distribuciji od (V (E∗1,k), ..., V (E
∗
k,k)). Sada
za x > V (t) vrijedi P (V (E∗) > x) = P (− log(1 − F (E∗)←) > x) = P (E∗ >
− log(1− F (x))), sˇto je prema (2.15) jednako
P (E∗ > − log(1− F (x))) = e−(− log(1−F (x))−t) = elog(1−F (x))et = (1− F (x))et.
Zapiˇsemo li t = V ←(V (t)) = − log(1− F (V (t))) dobivamo
P (V (E∗) > x) = (1− F (x))et = (1− F (x))e− log(1−F (V (t))) = 1− F (x)
1− F (V (t)) ,
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sˇto je jednako
1− F (x)
1− F (V (t)) =
P (X > x)
P (X > V (t))
=
P (X > x ∩X > V (t))
P (X > V (t))
= P (X > x|X > V (t)).
Ovime smo dokazali tvrdnju leme za svaku neprekidnu strogo rastuc´u funkciju dis-
tribucije F . Na slicˇan se nacˇin tvrdnja dokazˇe i za opc´i slucˇaj.
Neka su X1, ..., Xn nezavisne jednako distribuirane slucˇajne varijable sa zajednicˇkom
distribucijom F . Kako bismo procijenili γ potrebno je koncentrirati se na k-torku
statistika gornjeg reda tj. na (Xn−k,n, Xn−k+1,n, ..., Xn,n) ili ekvivalentno na
(Z0, Z1, ..., Zk) := (Xn−k,n, Xn−k+1,n −Xn−k,n, ..., Xn,n −Xn−k,n) .
Funkcija vjerodostojnosti dobiva se iz uvjetne distribucije od (Z1, ..., Zk) uz uvjet
Z0 = t, sˇto je prema prethodnoj lemi jednako distribuciji uredajne statistike k-tog
reda uzorka (Z∗1 , ..., Z
∗
k) sa zajednicˇkom distribucijom
Ft(t+ x) = (F (t+ x)− F (t))/(1− F (t)), x > 0 . (2.16)
Kako je poredak nebitan u funkciji vjerodostojnosti i kako su po pretpostavci Xi neza-
visne, slijedi da su i Z∗i nezavisne. Time dobivamo k nezavisnih jednako distribuiranih
slucˇajnih varijabla s funkcijom distribucije jednakom (2.16). Primjenom metode mak-
simalne vjerodostojnosti na Pareto distribuciju, procjenitelj metodom maksimalne
vjerodostojnosti je dobiven maksimizacijom aproksimativne funkcije vjerodostojnosti
L(γ, σ, z1, ..., zk) =
∏k
i=1 hγ,σ(zi) s obzirom na γ i σ pri cˇemu je zi = xn−i+1,n−xn−k,n
i hγ,σ = ∂Hγ(x/σ)/∂x .
Primijetimo da ova aproksimativna uvjetna funkcija tezˇi k ∞ za γ < −1 i za
γ/σ ↓ −(Xn,n − Xn−k,n)−1, stoga maksimum po svim moguc´im vrijednostima od
(γ, σ) ne postoji. Koncentrirajmo se na podrucˇje (γ, σ) ∈ (−1/2,∞) × (0,∞). Jed-
nadzˇbe vjerodostojnosti su
∂ log hγ,σ(z)
∂γ
= 1
γ2
log
(
1 + γ
σ
z
)− ( 1
γ
+ 1
)
z
σ
1+ γ
σ
z
,
∂ log hγ,σ(z)
∂σ
= − 1
σ
−
(
1
γ
+ 1
) − γ
σ2
z
1+ γ
σ
z
.
Zavrsˇne jednadzˇbe u terminima Xn−i+1,n −Xn−k,n mogu se pojednostaviti do{
1
k
∑k
i=1 log
(
1 + γ
σ
(Xn−i+1,n −Xn−k,n)
)
= γ ,
1
k
∑k
i=1
1
1+ γ
σ
(Xn−i+1,n−Xn−k,n) =
1
γ+1
.
(2.17)
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Teorem 2.3.1. Neka su X1, X2, ... nezavisne jednako distribuirane slucˇajne varijable
s funkcijom distribucije F . Pretpostavimo da funkcija F zadovoljava uvjet drugog
reda uz γ > −1/2. Tada za k = k(n)→∞, k/n→ 0 i
lim
n→∞
√
kA
(n
k
)
= λ
za konacˇan λ, sustav (2.17) ima niz rjesˇenja (γˆMLE, σˆMLE) koja zadovoljavaju
√
k
(
γˆMLE − γ, σˆMLE
a
(
n
k
) − 1) d→ N(λbγ,ρ, Σ) ,
pri cˇemu N oznacˇava standardnu normalnu distribuciju,
bγ,ρ :=
{ (
γ+1
(1−ρ)(1+γ−ρ)
−ρ
(1−ρ)(1+γ−ρ)
)
, ρ < 0
(1, 0) , ρ = 0 ,
a matrica Σ je dana s
(
(1 + γ)2 −(1 + γ)
−(1 + γ) 1 + (1 + γ)2
)
.
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 3.4.2., str. 92.
2.4 Procjenitelj metodom momenata (MOM)
U poglavlju 2.2 gdje smo se upoznali s Hillovim procjeniteljem zakljucˇili smo da je
definiran samo za γ > 0. Kako Hillov procjenitelj ima sˇiroku upotrebu, zˇeljeli bismo
razviti njemu slicˇan procjenitelj, ali takav da se mozˇe koristiti ne samo za γ > 0 vec´
za svaki γ ∈ R.
Lema 2. Neka su X1, X2, ... nezavisne jednako distribuirane slucˇajne varijable s funk-
cijom distribucije F i neka je F ∈ D(Gγ), x∗ = U(∞) > 0 tj. za x > 0
lim
t→∞
U(tx)− U(t)
a(t)
=
xγ − 1
γ
.
Definirajmo za j = 1, 2,
M (j)n :=
1
k
k−1∑
i=0
(logXn−i,n − logXn−k,n)j . (2.18)
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Tada za k = k(n)→∞, k/n→ 0, n→∞ ,
M
(j)
n(
a
(
n
k
)
/U
(
n
k
))j P→ j∏
i=1
i
1− iγ−
gdje je γ− = min(0, γ).
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 3.5.1., str. 101.
Ova lema nam pomazˇe da pronademo konzistentan procjenitelj za γ kada je γ < 0
jer pod tim uvjetima (
M
(1)
n
)2
M
(2)
n
P→ 1− 2γ−
2(1− γ−) . (2.19)
Kao sˇto smo i spomenuli, vrijedi
γˆH
P→ γ+ .
Kombinacijom Hillovog procjenitelja i statistike iz (2.18) dobivamo iduc´u relaciju
kojom definiramo procjenitelja za γ ∈ R :
γˆM := M
(1)
n + 1−
1
2
1−
(
M
(1)
n
)2
M
(2)
n

−1
. (2.20)
Teorem 2.4.1. Neka su X1, X2, ... nezavisne jednako distribuirane slucˇajne varijable
s funkcijom distribucije F . Pretpostavimo da je F ∈ D(Gγ) te da je x∗ > 0. Tada
γˆM
P→ γ
za γ ∈ R. Slijedi da je γˆM konzistentan procjenitelj za γ.
Napomena 3. Procjenitelj γˆM iz relacije (2.20) naziva se procjenitelj metodom mo-
menata.
Napomena 4. U iduc´em teoremu pokazat c´emo uz koje je uvjete procjenitelj meto-
dom momenata asimptotski normalan. Pritom c´emo koristiti funkciju Q konstantnog
predznaka
Q(t) :=

A(t) , γ < ρ ≤ 0
γ+ − a(t)U(t) , ρ < γ ≤ 0 ili γ = −ρ ,
ρ
γ+ρ
A(t) , γ > −ρ > 0 ,
A(t) , γ > ρ = 0 .
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Teorem 2.4.2. (Dekkers, Einmahl, de Haan (1989)) Neka su X1, X2, ... jednako
distribuirane slucˇajne varijable s funkcijom distribucije F . Pretpostavimo da vrijedi
uvjet drugog reda definiran relacijom (2.8). Ako vrijedi
lim
n→∞
√
kQ
(n
k
)
= λ
gdje je Q funkcija definirana u Napomeni 4 te λ konacˇna, tada
√
k(γˆM − γ)→d N(λbγ,ρ, varγ) (2.21)
gdje je N standardna normalna distribucija,
bγ,ρ :=

(1−γ)(1−2γ)
(1−γ−ρ)(1−2γ−ρ) , γ < ρ ≤ 0 ,
γ(1+γ)
(1−γ)(1−3γ) , ρ < γ ≤ 0 ,
− γ
(1+γ)2
, 0 < γ < −ρ ,
γ−γρ+ρ
ρ(1−ρ) , 0 < γ < −ρ ili γ ≥ −ρ > 0 ,
1 , γ > ρ = 0 ,
i
varγ :=
{
γ2 + 1 , γ ≥ 0
(1−γ)2(1−2γ)(1−γ+6γ2)
(1−3γ)(1−4γ) , γ < 0 .
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 3.5.4., str. 104.
2.5 Asimptotska svojstva procjenitelja indeksa
Do sada smo spomenuli nekoliko procjenitelja indeksa ekstremih vrijednosti, Hillov
procjenitelj (γˆH), procjenitelj metodom momenata (MOM) (γˆM) i procjenitelj me-
todom maksimalne vjerodostojnosti (MLE) (γˆMLE). Prisjetimo se kako je Hillov
procjenitelj definiran samo za γ > 0, MOM za γ ∈ R, a MLE za γ > −1
2
.
U prethodnim poglavljima smo vidjeli kako su uz odredene uvjete sva tri procjenitelja
asimptotski normalna, sˇto znacˇi da za n nezavisnih i jednako distribuiranih slucˇajnih
varijabla uz konstantu k vrijedi
√
k(γˆ − γ) ≈ √varγN + λbγ,ρ
gdje je N standardna normalna distribucija, a konstante λ, varγ, bγ,ρ poznate (vidi
Teoreme 2.2.1, 2.3.1 i 2.4.2).
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Za asimptotsku normalnost procjenitelja MLE zahtjevamo uvjet drugog reda defi-
niran relacijom (2.7) uz pomoc´nu funkciju drugog reda A i uz k koji zadovoljava√
kA(n/k) → λ ∈ R. Za asimptotsku normalnost Hillovog procjenitelja zahtjevamo
uvjet drugog reda definiran relacijom (2.13) uz pomoc´nu funkciju drugog reda A, a
za MOM uvjet drugog reda iz relacije (2.8) gdje je ρ 6= γ, uz pomoc´nu funkciju Q
definiranu u Napomeni 4 i k takav da
√
kQ(n/k)→ λ ∈ R .
Slika 2.1: Asimptotska varijabilnost
Na Slici 2.1 usporedili smo asimptotsku varijabilnost procjenitelja metodom mome-
nata, procjenitelja metodom maksimalne vjerodnostojnosti i Hillovog procjenitelja.
Uocˇimo kako Hillov procjenitelj ima najmanju asimptotsku varijabilnost na skupu
γ ∈ (0,∞). Za pozitivne vrijednosti γ, MLE ima najvec´u asimptotsku varijabilnost,
a Hillov procjenitelj najmanju. Negativne vrijednosti od γ procjenjuje MOM stoga
on ima najmanju varijabilnost za γ < 0. Takoder mozˇemo uocˇiti kako se MLE i
MOM ne razlikuju znacˇajno kada je γ blizu nule.
Poglavlje 3
Procjena ekstremnih kvantila i
repa razdiobe
3.1 Procjena funkcije skale
Neka je F u domeni atrakcije distribucije ekstremnih vrijednosti tj. neka za an > 0 i
bn te γ ∈ R vrijedi
lim
n→∞
F n(anx+ bn) = exp
(
− (1 + γx)−1/γ
)
, 1 + γx > 0. (3.1)
Tada za neku pozitivnu funkciju a i za funkciju b(t) = U(t) = F←(1− 1/t) vrijedi
lim
t→∞
U(tx)− U(t)
a(t)
=
xγ − 1
γ
(3.2)
za x > 0. Nadalje pretpostavimo da za x > 0, ρ ≤ 0 i funkciju A konstantnog predz-
naka takvu da A(t)→ 0, t→∞ vrijedi uvjet drugog reda,
lim
t→∞
U(tx)−U(t)
a(t)
− xγ−1
γ
A(t)
=
1
ρ
(
xγ+ρ − 1
γ + ρ
− x
γ − 1
γ
)
. (3.3)
Sada mozˇemo definirati procjenitelj za funkciju skale a vezanog uz moment procjeni-
telja od γ, γˆM . Definirajmo prvo
γˆ− := 1− 1
2
1−
(
M
(1)
n
)2
M
(2)
n

−1
, (3.4)
gdje je M
(j)
n za j = 1, 2 definiran relacijom (2.18). Sada je procjenitelj za funkciju
skale jednak
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aˆ
(n
k
)
= σˆM := Xn−k,nM (1)n (1− γˆ−). (3.5)
3.2 Procjena ekstremnih kvantila
Kao i kod procjene funkcije skale u potpoglavlju (3.1) uzmimo relacije (3.1)−(3.3) kao
polazne pretpostavke. Pretpostavimo da je za odgovarajuc´e procjenitelje γˆ, aˆ(n/k) i
bˆ(n/k),
√
k
(
γˆ − γ, aˆ
(
n
k
)
a
(
n
k
) − 1, bˆ(nk )− U(nk )
a(n
k
)
)
→ (Γ,Λ, B), n→∞ (3.6)
gdje su (Γ,Λ, B) normalne slucˇajne varijable. Sada mozˇemo razmatrati procjenu ek-
stremnih kvantila. Neka je xp := U(1/p) kvantil koji zˇelimo procjeniti. Slucˇajevi koji
nas narocˇito zanimaju su oni gdje je ocˇekivani broj opazˇanja iznad xp, tj. np mali
broj. To znacˇi da zˇelimo ekstrapolirati kvantile i izvan opsega dostupnih opazˇanja.
Stoga pretpostavljamo da p ovisi o n, tj. p = pn, i da
lim
n→∞
pn = 0.
Zˇelimo xpn procijeniti pomoc´u relacije 1 − F (xpn) = pn ili ekvivalentno iz xpn =
U(1/pn) s pn → 0 dok n→∞.
Teorem 3.2.1. Pretpostavimo da za neku funkciju A takvu da A(t) → 0, t → ∞
vrijedi uvjet drugog reda (3.3). Pretpostavimo nadalje:
1. parametar drugog reda ρ je negativan ili jednak 0, a γ je negativan;
2. k = k(n)→∞, n/k →∞ i √kA(n/k)→ λ ∈ R, n→∞;
3. uvjet (3.6) vrijedi za odgovarajuc´e procjenitelje od γ, a(n/k) i U(n/k);
4. npn = o(k) i log(npn) = o(
√
k), n→∞.
Definirajmo
xˆpn := bˆ
(n
k
)
+ aˆ
(n
k
) ( k
npn
)γˆ
− 1
γˆ
i xpn := U
(
1
pn
)
. (3.7)
Tada, kako n→∞ vrijedi,
√
k
xˆpn − xpn
a(n
k
)qγ(dn)
→ Γ + (γ−)2B − γ−Γ− λ γ−
γ− + ρ
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gdje su Γ i B normalno distribuirane slucˇajne varijable, dn := k/(npn), γ− :=
min(0, γ) i gdje za t > 1 vrijedi
qγ(t) :=
∫ t
1
sγ−1 log s ds.
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 4.3.1., str. 135.
Napomena 5. Kod procjene kvantila koristimo se procjeniteljem za funkciju skale
aˆ te procjeniteljem indeksa ekstremne vrijednosti γˆ koje smo naveli u prethodnim
poglavljima, kao i procjeniteljem lokacijske funkcije b koju do sada nismo spomenuli.
Za procjenitelj funkcije bn/k := U(n/k) uzima se njegov empirijski analog tj. bˆ :=
bˆn/k := Xn−k,n.
Napomena 6. Uvjet npn = o(k) iz Teorema 3.2.1. znacˇi da lim
n→∞
npn/k = 0 tj. da k
raste puno brzˇe od npn. Posebno, kada npn → 0 uvjet log(npn) = o(
√
k) nam zapravo
govori da ne smijemo pretjerati s ekstrapoliranjem.
3.3 Procjena repa
Neka je F u domeni atrakcije distribucije ekstremnih vrijednosti. Za velike vrijednosti
x zˇelimo procijeniti
p = 1− F (x).
Kao kod procjene funkcije skale i kvantila neka su relacije (3.1)-(3.3) polazne pretpos-
tavke. Ovdje posebno, x ovisi o n, pa je x = xn te pn = 1− F (xn)→ 0. Definirajmo
dodatno:
dn :=
k
n(1−F (xn)) .
Za procjenu repa koristec´i relaciju (2.4) dobivamo
pˆn :=
k
n
(
max
(
0, 1 + γˆ
xn − bˆ(nk )
aˆ(n
k
)
))−1/γˆ
. (3.8)
uz poznati xn.
3.4 Procjena desne krajnje tocˇke razdiobe
Pretpostavimo da je F ∈ D(Gγ) za neki negativan γ. U tom je slucˇaju desna krajnja
tocˇka x∗ sigurno konacˇna. Sada, ako u relaciji (3.7) postavimo pn = 0 dobijemo
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procjenitelj desne krajnje tocˇke
xˆ∗ := bˆ
(n
k
)
− aˆ(
n
k
)
γˆ
. (3.9)
Poglavlje 4
Primjena teorije ekstremnih
vrijednosti na rekorde u atletici
Primjenom teorije ekstremnih vrijednosti na svjetske rekorde u atletici pokusˇat c´emo
odgovoriti na dva pitanja: koji je ultimativan tj. konacˇan svjetski rekord u pojedinoj
atletskoj disciplini te koliko je ”dobar” trenutni rekord pojedine discipline, odnosno
koliko je tesˇko poboljˇsati ga?
U gotovo svim dosadasˇnjim pokusˇajima predvidanja ultimativnih svjetskih rekorda
promatralo se poboljˇsanje rekorda kroz vrijeme. U ovom radu, gore navedenim pro-
blemima pristupit c´emo na drugacˇiji nacˇin. Koristit c´emo sva najbolja sportska pos-
tignuc´a u pojedinoj disciplini tj. osobne rekorde najboljih svjetskih atleticˇara. Tako
dobivena procjena ultimativnog rekorda rec´i c´e nam sˇto je moguc´e postic´i u blizˇnoj
buduc´nosti s obzirom na danasˇnje fizicˇke sposobnosti, znanje i sportsku opremu te
regulativu o zabranjenim supstancama u sportu.
Odgovore na gornja pitanja pokusˇat c´emo dati za 10 atletskih disciplina: 5 trkacˇkih,
2 skakacˇke i 3 bacacˇke discipline, a to su, trcˇanje na 100 metara, trcˇanje na 400
metara, trcˇanje na 800 metara, trcˇanje na 1500 metara, maraton, skok u dalj, skok u
vis te bacanje kladiva, bacanje koplja i bacanje diska.
4.1 Podaci
Za svaku od 20 disciplina (10 za musˇkarce i 10 za zˇene) prikupili smo podatke o
osobnim rekordima najboljih atleticˇara. Pritom smo brinuli da lista prikupljenih po-
dataka bude sˇto potpunija. Tocˇnije, ako se pojedini atleticˇar pojavljuje na listi, tada
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se svi atleticˇari s boljim osobnim rekordom takoder moraju pojaviti na listi.
Kako smo napomenuli, naglasak je na najboljim osobnim rekordima, a ne na razvoju
rekorda kroz vrijeme. Zbog toga se svaki atleticˇar na nasˇoj listi pojavljuje tocˇno
jednom cˇak i ako je oborio svjetski rekord nekoliko puta.
Podatke smo prikupili sa sluzˇbene web stranice Medunarodnog atletskog saveza (In-
ternational Association of Athletics Federation (IAAF)) te smo promatrali sve zabi-
ljezˇene najbolje osobne rezultate pojedinih disciplina zakljucˇno s krajem 2017. go-
dine. Na stranicama IAAF-e po pojedinoj disciplini odredena je gornja (trkacˇke
discipline) odnosno donja granica (skakacˇke i bacacˇke discipline) za uvrsˇtavanje po-
jedinog atleticˇara na listu najboljih svjetskih rekorda. Svi rekordi koje smo uzeli u
obzir postignuti su na natjecanjima s elektronskim mjerenjem vremena.
Baza podataka sastoji se od priblizˇno 16000 podataka, pri cˇemu oko 9000 podataka
cˇine postignuc´a atleticˇara te oko 7000 podataka postignuc´a atleticˇarki. U Tablici 4.1
dat c´emo kratak pregled baze podataka s brojem zabiljezˇenih rekorda po disciplini te
s najboljim odnosno najslabijim rezultatom.
Musˇkarci Zˇene
Disciplina
podataka
Broj
rezultat
Najbolji
rezultat
Najslabiji
podataka
Broj
rezultat
Najbolji
rezultat
Najslabiji
Trcˇanje na 100 m 1757 9.58 10.30 1649 10.49 11.50
Trcˇanje na 400 m 697 43.03 45.50 729 47.60 52.00
Trcˇanje na 800 m 647 1:40.91 1:46.00 920 1:53.28 2:02.00
Trcˇanje na 1500 m 912 3:26.00 3:38.00 856 3:50.07 4:10.00
Maraton 1806 2:02:57 2:12:00 794 2:15:25 2:30:00
Skok u vis 769 2.45 2.25 198 2.09 1.95
Skok u dalj 856 8.95 8.00 285 7.52 6.75
Bacanje diska 577 74.08 62.00 133 76.80 65.00
Bacanje kladiva 455 86.74 74.01 924 82.98 60.00
Bacanje koplja 359 98.48 80.00 496 72.28 55.04
Tablica 4.1: Sazˇetak podataka
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Sve udaljenosti u skakacˇkim i bacacˇkim disciplinama iskazane su u metrima pa je vec´i
rezultat ujedno i bolji. Sva vremena u trkacˇkim disciplinama su iskazana u sekun-
dama, i sˇto je manje sekunda to je rezultat bolji. Kako bismo uravnotezˇili podatke
svih triju disciplina, vremena trcˇanja u sekundama smo transformirali u prosjecˇnu
brzinu. Na taj nacˇin dobili smo velicˇinu izrazˇenu u jedinici km/h. Jasno, sˇto je vec´a
brzina bolji je rezultat.
Kod pojedinih disciplina, pogotovo trkacˇkih na krac´im relacijama, pojavljuje se veliki
broj istih rezultata. Na primjer, 137 musˇkih atleticˇara istrcˇalo je 100 metara za 10.30
sekundi, njih 110 za 10.29 sekundi itd. To ne mora znacˇiti da su pravi rezultati zbilja
isti, vec´ da mjerenje vremena nije savrsˇeno. Veliki broj ponavljanja mozˇe uzrokovati
probleme u procjenama stoga smo ih ”izgladili”. Na primjer, pretpostavimo da m
atleticˇara ima isti osobni rekord u trcˇanju na 100 metara od 10.30 sekundi. Tada smo
tih m rezultata razvukli duzˇ intervala (10.295, 10.305) formulom
dj = 10.295 + 0.01
2j − 1
2m
, j = 1, ...,m .
4.2 Procjena indeksa ekstremne vrijednosti
Primjenom procjenitelja definiranih u prethodnim poglavljima na podatke opisane u
poglavlju 4.1 pokusˇat c´emo odgovoriti na pitanja: koji je ultimativan svjetski rekord
te koliko je dobar trenutni rekord?
Uzmimo u obzir jednu atletsku disciplinu, npr. trcˇanje na 100 metara kod musˇkaraca
te s X1, X2, ..., Xn oznacˇimo n osobnih rekorda svih atleticˇara u toj disciplini. Kako
je tocˇnu definiciju ”atleticˇara” tesˇko odrediti, tako je i mjerenje tocˇnog broja n tezˇak
zadatak. Naravno, broj n mnogo je vec´i od broja podataka u pojedinoj disciplini
(tocˇnije, 1757 kod trcˇanja na 100 m) jer smo nasˇu bazu podataka napravili od osob-
nih rekorda najboljih atleticˇara. No u nasˇim procjenama tocˇan broj n nec´e nam biti
vazˇan.
Sada, neka je X1,n ≤ X2,n ≤ ... ≤ Xn,n uredajna statistika pri cˇemu Xn,n oznacˇava
svjetski rekord u toj disciplini. Prisjetimo se kako smo vrijeme trcˇanja transformirali
u brzinu, stoga vrijedi sˇto je vec´a brzina to je rezultat bolji, analogno sˇto je vec´a
visina skoka ili vec´a udaljenost bacanja to je rezultat bolji.
Prvi korak u nasˇim procjenama je procjena indeksa ekstreme vrijednosti za 10 odabra-
nih atletskih disciplina, posebno za musˇkarce i za zˇene. Procjenitelj indeksa razdiobe
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ekstremne vrijednosti nacrtat c´emo kao funkciju od k pri cˇemu je 1 ≤ k < l, a l
oznacˇava broj osobnih rekorda najboljih atleticˇara u toj disciplini tj. broj podataka
pojedine discipline iz Tablice 4.1.
Slika 4.1: MLE i MOM procjenitelj indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti za disci-
plinu trcˇanje na 100 m (musˇkarci)
Slika 4.2: MLE i MOM procjenitelj indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti za disci-
plinu trcˇanje na 100 m (zˇene)
Na Slikama 4.1 i 4.2 prikazali smo procjenitelje metodom maksimalne vjerodostojnosti
(γˆMLE) te procjenitelje metodom momenata (γˆM) kao funkcije od k, pri cˇemu je kod
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procjene indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti za trcˇanje musˇkaraca, 1 ≤ k ≤ 1756,
a kod zˇena, 1 ≤ k ≤ 1648.
Graf funkcije procjenitelja metodom momenata dobili smo samostalnom implemen-
tacijom formula (2.18) i (2.20) u programskom jeziku R. Nadalje, kako ne postoji
eksplicitna formula za maksimizaciju funkcije vjerodostojnosti, za dobivanje MLE
procjenitelja potrebne su odgovarajuc´e numericˇke metode. U R− u postoji nekoliko
paketa koja sadrzˇe razne statisticˇke procedure iz teoriju ekstremnih vrijednosti. Graf
funkcije MLE procjenitelja nacrtali smo koristec´i gotovu naredbu u R− u.
Uocˇimo na slikama kako je za male vrijednosti k varijabilnost oba procjenitelja vec´a
te kako se povec´anjem k varijabilnost znacˇajno smanjuje. Takoder vidimo kako se oba
procjenitelja ponasˇaju dosta slicˇno, s manjim odstupanja. Za jako male vrijednosti
od k indeks ekstremne vrijednosti je pozitivan, ali povec´anjem vrijednosti od k, γ je
manji od nule.
Crtanjem preostalih grafova mozˇemo zakljucˇiti kako je za sve discipline gotovo uvijek
γ < 0. Takoder vidimo kako zakljucˇci doneseni na temelju prva dva grafa, vrijede i
za ostale.
400 m (musˇkarci) 400 m (zˇene)
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800 m (musˇkarci) 800 m (zˇene)
1500 m (musˇkarci) 1500 m (zˇene)
Maraton (musˇkarci) Maraton (zˇene)
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Skok u vis (musˇkarci) Skok u vis (zˇene)
Skok u dalj (musˇkarci) Skok u dalj (zˇene)
Bacanje diska (musˇkarci) Bacanje diska (zˇene)
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Bacanje kladiva (musˇkarci) Bacanje kladiva (zˇene)
Bacanje koplja (musˇkarci) Bacanje koplja (zˇene)
Tablica 4.2: MLE i MOM procjenitelji indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti za
preostale atletske discipline (kod musˇkaraca i zˇena)
Na temelju dobivenih grafova na Slikama 4.1 i 4.2, ali i na ostalim grafovima u
Tablici 4.2 nije odmah ocˇito koju c´emo procjenu indeksa ekstremne vrijednosti uzeti.
Stoga c´emo uzeti u obzir josˇ jedan dodatan procjenitelj koji ima dobra svojstva kada
je γ < 0. Uocˇimo prvo kako je formula za γˆH iz relacije (2.12) jednaka formuli za
M
(1)
n iz relacije (2.18). Prisjetimo se sada relacije (2.20) koja nam daje formulu za
racˇunanje MOM procjenitelja
γˆM := M
(1)
n + 1−
1
2
1−
(
M
(1)
n
)2
M
(2)
n

−1
te uocˇimo kako je ”prvi dio” MOM procjenitelja upravo Hillov procjenitelj. Kako je
Hillov procjenitelj definiran samo za γ > 0, koristit c´emo samo ”drugi dio” MOM
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procjenitelja tj.
γˆ3 := 1− 1
2
1−
(
M
(1)
n
)2
M
(2)
n

−1
.
Na Slikama 4.3 i 4.4 prikazat c´emo sva tri procjenitelja na istom grafu, γˆMLE, γˆM i γˆ3
za disciplinu trcˇanje na 100 metara kod musˇkaraca i kod zˇena.
Slika 4.3: Procjenitelji γˆMLE, γˆM i γˆ3 za disciplinu trcˇanje na 100 m (musˇkarci)
Slika 4.4: Procjenitelji γˆMLE, γˆM i γˆ3 za disciplinu trcˇanje na 100 m (zˇene)
Za svaku disciplinu promatrali smo grafove tih triju procjenitelja te smo pokusˇali
pronac´i prvu stabilnu regiju od k. Tocˇnije, za vrijednosti od k izmedu 50 i 250
pokusˇali smo pronac´i prvi skup od barem 50 uzastopnih k takvih da procjenjene vri-
jednosti indeksa za takve k ne osciliraju previˇse.
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Opc´enito, pronalazak dobrih vrijednosti za k na kojima c´emo bazirati nasˇe procjeni-
telje, problem je koji se cˇesto javlja u praksi. Metoda koju smo gore opisali i koju
smo koristili prilikom procjene cˇesto je koriˇstena u literaturi i u praksi i upravo je ta
metoda koriˇstena u [1]. U poglavlju 4.5 dodatno c´emo se osvrnuti na pitanje koliko je
sam proces procjene indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti osjetljiv na losˇe odabrane
vrijednosti od k.
Procijenimo sada indekse ekstremnih vrijednosti svih disciplina. Postupak procjene
detaljno c´emo prikazati na disciplini trcˇanje na 100 metara kod musˇkaraca i kod zˇena.
Na Slikama 4.5, 4.6 i 4.7 prikazat c´emo zasebno procjenitelje γˆMLE, γˆM i γˆ3 za dis-
ciplinu trcˇanje na 100 m (musˇkarci) koncentrirajuc´i se na vrijednosti 50 ≤ k ≤ 250
te c´emo vertikalnim crtama oznacˇiti donju, odnosno gornju granicu regije od k koju
smo odredili kao prvu stabilnu regiju od k.
Slika 4.5: Procjenitelj γˆMLE (100 m musˇkarci)
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Slika 4.6: Procjenitelj γˆM (100 m musˇkarci)
Slika 4.7: Procjenitelj γˆ3 (100 m musˇkarci)
Kod procjenitelja γˆMLE takvu stabilnu regiju odabrali smo izmedu k = 100 i k = 210,
a kod γˆM i γˆ3 procjenitelja izmedu k = 100 i k = 200. Nakon odredivanja regija,
odredili smo prosjecˇne vrijednosti svakog pojedinog procjenitelja na toj regiji.
γˆMLE γˆM γˆ3
vrijednosti
Prosjecˇne
-0.086 -0.092 -0.097
Tablica 4.3: Prosjecˇne vrijednosti svih procjenitelja (100 m musˇkarci)
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Prosjek tih triju procjena daju nam konacˇnu procjenu indeksa razdiobe ekstremne
vrijednosti za disciplinu trcˇanje na 100 metara kod musˇkaraca (γˆ = −0.092). Na Slici
4.8 horizontalnom iscrtkanom linijom nacrtali smo konacˇnu procjenu γˆ.
Slika 4.8: Procjenitelj γˆ (100 m musˇkarci)
Na Slikama 4.9, 4.10 i 4.11 prikazat c´emo zasebno sva tri procjenitelja za disciplinu
trcˇanje na 100 m kod zˇena koncentrirajuc´i se na vrijednosti 50 ≤ k ≤ 250 te c´emo,
kao i kod trcˇanja musˇkaraca na 100 metara, oznacˇiti stabilne regije i izracˇunati pro-
sjeke tih regija kod svih procjenitelja.
Slika 4.9: Procjenitelj γˆMLE (100 m zˇene)
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Slika 4.10: Procjenitelj γˆM (100 m zˇene)
Slika 4.11: Procjenitelj γˆ3 (100 m zˇene)
γˆMLE γˆM γˆ3
vrijednosti
Prosjecˇne
-0.182 -0.155 -0.169
Tablica 4.4: Prosjecˇne vrijednosti svih procjenitelja (100 m zˇene)
Kod procjenitelja γˆMLE, stabilnu regiju za k smo odabrali izmedu k = 90 i k = 180,
a kod γˆM i γˆ3 izmedu k = 150 i k = 220.
U Tablici 4.4 prikazali smo dobivene rezultate iz kojih, racˇunajuc´i prosjek, konacˇno
dobivamo procjenitelj indeksa ekstremne vrijednosti za disciplinu trcˇanje na 100 me-
tara kod zˇena (γˆ = −0.168). Na Slici 4.12 horizontalnom iscrtkanom linijom nacrtali
smo konacˇnu procjenu od γ.
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Slika 4.12: Procjenitelj γˆ (100 m zˇene)
Na isti nacˇin procijenili smo indekse razdiobe ekstremne vrijednosti i za preostale
discipline. Dobiveni rezultati prikazani su u Tablici 4.5. Vidimo kako su doista sve
procijenjene vrijednosti od γ manje od 0, osim jedne pozitivne vrijednosti γˆ = 0.012
kod discipline skoka u dalj kod musˇkaraca.
Disciplina Musˇkarci Zˇene
Trcˇanje na 100 m -0.092 -0.168
Trcˇanje na 400 m -0.047 -0.160
Trcˇanje na 800 m -0.226 -0.247
Trcˇanje na 1500 m -0.224 -0.271
Maraton -0.243 -0.190
Skok u vis -0.231 -0.254
Skok u dalj 0.012 -0.117
Bacanje diska -0.245 -0.149
Bacanje kladiva -0.401 -0.332
Bacanje koplja -0.162 -0.316
Tablica 4.5: Procijenjene vrijednosti γˆ
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4.3 Procjena ultimativnog svjetskog rekorda
pojedine discipline
Nakon procjene indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti za sve discipline, iduc´e pi-
tanje kojim c´emo se baviti je koji je ultimativan svjetski rekord pojedine discipline.
Procjenom krajnje desne tocˇke funkcije distribucije F tj. x∗ := sup{x|F (x) < 1}
zapravo procjenjujemo ultimativan svjetski rekord.
Kod procjene krajnje desne tocˇke pretpostavljamo da je γ < 0 jer je za γ ≥ 0, x∗ =∞
sˇto smo i komentirali u poglavlju 1.2. Zbog te pretpostavke nec´emo procjenjivati x∗
kod disciplina kod kojih je γˆ pozitivan ili jako blizu nuli. Takav slucˇaj pojavljuje se
kod dvije discipline, trcˇanje na 400 m kod musˇkaraca i skok u dalj kod musˇkaraca.
Relativno visoke vrijednosti od γˆ ukazuju kako je moguc´e ostvariti znacˇajan napredak
trenutnog svjetskog rekorda.
Prisjetimo se relacije (3.9) pomoc´u koje smo dobili procjenitelj krajnje desne tocˇke
xˆ∗ := bˆ
(n
k
)
− aˆ
(
n
k
)
γˆ
,
pri cˇemu je procjenitelj za funkciju skale a
(
n
k
)
dan relacijom (3.5)
aˆ
(n
k
)
:= Xn−k,nM (1)n (1− γˆ−) ,
gdje je γˆ− jednak relaciji (3.4), a procjenitelj funkcije b
(
n
k
)
je bˆ
(
n
k
)
:= Xn−k,n.
Sada c´emo, koristec´i gornje relacije i dobivene podatke o procijenjenim vrijednostima
od γ iz Tablice 4.5, nacrtati grafove funkcija procjenitelja krajnje desne tocˇke kao
funkcije od k. Kako koristimo fiksne procjenitelje od γ, ovisnost o k se ocˇitava samo
kroz Xn−k,n i M
(1)
n . Nadalje, koristec´i istu metodu kao i kod procjene indeksa razdiobe
ekstremne vrijednosti procijenit c´emo krajnju desnu tocˇku svake funkcije distribucije
tj. ultimativan svjetski rekord svake discipline.
U Tablici 4.6 graficˇki c´emo prikazati procjenitelje krajnje desne tocˇke kao funkcije
od k i to za sve navedene atletske discipline osim trcˇanja na 400 m kod musˇkaraca i
skoka u dalj kod musˇkaraca. Zatim c´emo dobivene procjenitelje pojedinih disciplina
iskazanih u brzinama ponovno transformirati u vrijeme. Konacˇno, sve dobivene re-
zultate prikazat c´emo u Tablici 4.7 zajedno s trenutnim svjetskim rekordom za svaku
disciplinu.
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100 m (musˇkarci) 100 m (zˇene)
400 m (zˇene)
800 m (musˇkarci) 800 m (zˇene)
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1500 m (musˇkarci) 1500 m (zˇene)
Maraton (musˇkarci) Maraton (zˇene)
Skok u vis (musˇkarci) Skok u vis (zˇene)
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Skok u dalj (zˇene)
Bacanje diska (musˇkarci) Bacanje diska (zˇene)
Bacanje kladiva (musˇkarci) Bacanje kladiva (zˇene)
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Bacanje koplja (musˇkarci) Bacanje koplja (zˇene)
Tablica 4.6: Procjenitelji krajnje desne tocˇke atletskih disciplina (kod musˇkaraca i
zˇena)
Musˇkarci Zˇene
Disciplina Krajnja tocˇka Svjetski rekord Krajnja tocˇka Svjetski rekord
Trcˇanje na 100 m 9.28 9.58 10.03 10.49
Trcˇanje na 400 m / 43.18 45.59 47.60
Trcˇanje na 800 m 1:39.16 1:40.91 1:52.55 1:53.28
Trcˇanje na 1500 m 3:21.50 3:26.00 3:49.10 3:50.07
Maraton 2:01:56 2:02:57 2:02:56 2:15:25
Skok u vis 2.52 2.45 2.16 2.09
Skok u dalj / 8.95 8.37 7.52
Bacanje diska 76.83 74.08 87.27 76.80
Bacanje kladiva 87.27 86.74 83.15 82.98
Bacanje koplja 107.00 98.48 74.65 72.28
Tablica 4.7: Procijenjene vrijednosti xˆ∗ zajedno s trenutnim svjetskim rekordom
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Rezultati dobiveni nasˇom analizom prikazani u Tablici 4.7 pokazuju kako je kod
trcˇanja na krac´e relacije (100 m, 400 m, 800 m, 1500 m) manje prostora za po-
boljˇsanje rekorda. Takoder, po ovoj analizi u musˇkom maratonu moguc´e je postic´i
mali napredak od 1 minute (0.83%), dok je kod zˇenskog maratona moguc´e znatno
popraviti trenutni svjetski rekord i to za gotovo 13 minuta (9.22%). S druge strane,
u disciplini bacanja koplja kod musˇkaraca moguc´e je veliko poboljˇsanje trenutnog re-
korda za cˇak 8 metara (8.65%), dok je kod zˇena u toj disciplini moguc´e poboljˇsanje od
svega 2 metra (3.28%). Konacˇno, prema nasˇoj analizi najvec´e poboljˇsanje je ostvarivo
u bacanju diska kod zˇena (13.63%).
4.4 Procjena kvalitete trenutnog svjetskog
rekorda
Iduc´e vazˇno pitanje kojim c´emo se baviti je kvaliteta trenutnog svjetskog rekorda
pojedine discipline, odnosno koliko je tesˇko poboljˇsati ga. Kvalitetu svjetskog re-
korda mjerimo pomoc´u n(1− F (Xn,n)), sˇto je ocˇekivani broj prekoracˇenja trenutnog
svjetskog rekorda Xn,n. Sˇto je taj broj manji, to je tezˇe poboljˇsati trenutni rekord,
odnosno to je rekord bolji.
Razlika izmedu procijenjenog ultimativnog svjetskog rekorda i trenutnog svjetskog
rekorda tj. x∗−Xn,n cˇini nam se kao prirodan nacˇin za racˇunanje kvalitete trenutnog
svjetskog rekorda, medutim na taj nacˇin ne uzimamo u obzir ponasˇanje repa funkcije
distribucije F .
Sada, prisjetimo se relacije (3.8)
pˆn :=
k
n
(
max
(
0, 1 + γˆ
Xn,n − bˆ
aˆ
))−1/γˆ
.
Kako je pˆn = 1− F (Xn,n) te ako sve pomnozˇimo s n dobit c´emo upravo procjenu od
n(1− F (Xn,n)). Trazˇeni procjenitelj za kvalitetu svjetskog rekorda je
Q := n(1− F (Xn,n)) = k
[
max
(
0, 1 + γˆ
Xn,n − bˆ
aˆ
)]−1/γˆ
. (4.1)
U iduc´em teoremu pokazat c´emo svojstva granicˇne distribucije od Q.
Teorem 4.4.1. Neka je γ > −1/2. Neka je F neprekidna funkcija distribucije te
pretpostavimo da U zadovoljava uvjet drugog reda (2.7) gdje je ρ < 0. Pretpostavimo
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da je k →∞, k/n→ 0 i √kA(n/k)→ λ ∈ R. Nadalje pretpostavimo da su
√
k
(
aˆ(n
k
)
a(n
k
)
− 1
)
,
√
k
(
ˆb(n
k
)− b(n
k
)
a(n
k
)
)
,
√
k(γˆ − γ)
svi Op(1). Tada vrijedi
Q
d→ Exp(1),
kako n→∞.
Dokaz: Vidi u [1] dokaz Teorema 1.
Napomena 7. Matematicˇka oznaka Op(1) opisuje granicˇno ponasˇanje funkcije te
nam govori kako vrijednosti triju navedenih funkcija u prethodnom teoremu tezˇe ka
konstanti dok k →∞.
U postupku procjene kvalitete svjetskog rekorda
Q := k
[
max
(
0, 1 + γˆ
Xn,n − bˆ
aˆ
)]−1/γˆ
koristit c´emo istu metodu kao i kod procjene indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti
i krajnje desne tocˇke, trazˇec´i prvu stabilnu regiju od k gdje je 50 ≤ k ≤ 250.
Uocˇimo pritom u relaciji (4.1) kako procjenitelj Q ovisi i o n, stoga nije potpuno tri-
vijalan s obzirom da razlicˇite vrijednosti od n donekle otezˇavaju usporedbu kvalitete
svjetskog rekorda po disciplinama. Medutim, prilikom nasˇe procjene nec´emo koristiti
konkretan n, gdje n predstavlja broj svih atleticˇara u pojedinoj disciplini iz razloga
jer je sama definicija atleticˇara nejasna pa je i definiranje i mjerenje broja n tesˇko.
Takoder, prilikom procjene koristit c´emo fiksne procjenitelje od γ iz Tablice 4.5.
U Tablici 4.8 graficˇki c´emo prikazati procijenjene kvalitete svjetskih rekorda svake
atletske discipline kao funkcije od k.
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100 m (musˇkarci) 100 m (zˇene)
400 m (musˇkarci) 400 m (zˇene)
800 m (musˇkarci) 800 m (zˇene)
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1500 m (musˇkarci) 1500 m (zˇene)
Maraton (musˇkarci) Maraton (zˇene)
Skok u vis (musˇkarci) Skok u vis (zˇene)
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Skok u dalj (musˇkarci) Skok u dalj (zˇene)
Bacanje diska (musˇkarci) Bacanje diska (zˇene)
Bacanje kladiva (musˇkarci) Bacanje kladiva (zˇene)
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Bacanje koplja (musˇkarci) Bacanje koplja (zˇene)
Tablica 4.8: Procjenitelj kvalitete trenutnog svjetskog rekorda Q za pojedine atletske
discipline (kod musˇkaraca i zˇena)
Na temelju rezultata iz Teorema 4.4.1. umjesto samog Q prezentirat c´emo e−Q koji
konvergira k uniformnoj distribuciji na intervalu (0, 1) te c´emo na taj nacˇin dobiti
ne samo relativan vec´ i apsulutan kriterij za odredivanje kvalitete svjetskih rekorda.
Pokazˇimo sada tvrdnju: ako je slucˇajna varijabla X eksponencijalno distribuirana s
parametrom 1 tj. X ∼ Exp(1), tada je slucˇajna varijabla e−X uniformno distibuirana
na intervalu [0, 1] tj. e−X ∼ U(0, 1).
Neka je X ∼ Exp(1). Definirajmo slucˇajnu varijablu Y := e−X . Dokazˇimo da je tako
definirana slucˇajna varijabla Y ∼ U(0, 1). Vrijedi
FY (y) = P (Y ≤ y) = P (e−X ≤ y) = P (X ≥ − ln y) = 1−P (X ≤ − ln y) = 1−FX(− ln y).
Kako je po pretpostavci X ∼ Exp(1), funkcija distribucije od X izgleda FX(x) = 0
za x < 0, FX(x) = 1 − e−x, za x ≥ 0. Sada, za − ln y < 0 vrijedi FX(− ln y) = 0,
pri cˇemu − ln y < 0 =⇒ ln y > 0 =⇒ y > 1. Konacˇno, za y > 1 FY (y) =
1 − FX(− ln y) = 1 − 0 = 1. Za − ln y ≥ 0 vrijedi FX(− ln y) = 1 − eln y = 1 − y,
pri cˇemu − ln y ≥ 0 =⇒ ln y ≤ 0 =⇒ y ≤ 1. Konacˇno, za y ≤ 1 imamo
FY (y) = 1− FX(− ln y) = 1− 1 + y = y.
Po definiciji funkcije prirodnog logaritma znamo ln : R+ → R pa je y > 0. Stoga
vrijedi y < 0 =⇒ FY (y) = 0. Promotrimo li sve navedene slucˇajeve, zakljucˇujemo
kako smo dobili upravo funkciju distribucije uniformne slucˇajne varijable Y na inter-
valu (0, 1). Time smo zavrsˇili dokaz.
U Tablici 4.9 prikazat c´emo procijenjene vrijednosti kvaliltete Q i e−Q dobivene nasˇom
analizom, za svih 20 atletskih disciplina zajedno sa trenutnim svjetskim rekordom.
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Disciplina Atleticˇar Rekord Godina Q e−Q
Bacanje koplja (Zˇ) Barbora Sˇpota´kova´ 72.28 2008. 0.041 0.959
Maraton (M) Denis Kipruto Kimetto´ 2:02:37 2014. 0.044 0.956
Bacanje koplja (M) Jan Zelezny´ 98.48 1996. 0.066 0.935
Trcˇanje na 1500 m (Zˇ) Genzebe Dibaba 3:50.07 2015. 0.154 0.856
Trcˇanje na 100 m (Zˇ) Florence Griffith-Joyner 10.49 1988. 0.156 0.855
Maraton (Zˇ) Paula Radcliffe 2:15:25 2003. 0.158 0.853
Skok u vis (M) Javier Sotomayor 2.45 1993. 0.159 0.852
Trcˇanje na 800 m (Zˇ) Jarmila Kratochv´ılova´ 1:53.28 1983. 0.285 0.751
Trcˇanje na 400 m (Zˇ) Marita Koch 47.60 1985. 0.289 0.748
Bacanje diska (M) Ju¨rgwn Schult 74.08 1986. 0.296 0.743
Trcˇanje na 800 m (M) David Rudisha 1:40.91 2012. 0.351 0.703
Trcˇanje na 1500 m (M) Hicham El Guerrouj 3:26.00 1998. 0.357 0.699
Skok u vis (Zˇ) Stefka Kostadinova 2.09 1987. 0.411 0.662
Trcˇanje na 400 m (M) Wayde Van Niekerk 43.03 2016. 0.461 0.630
Bacanje diska (Zˇ) Gabriele Reinsch 76.80 1988. 0.601 0.548
Bacanje kladiva (Zˇ) Anita Wlodarczyk 82.98 2016. 0.642 0.526
Trcˇanje na 100 m (M) Usain Bolt 9.58 2009. 0.737 0.478
Skok u dalj (Zˇ) Galina Chistyakova 7.52 1988. 1.121 0.325
Bacanje kladiva (M) Yutiy Sedykh 86.74 1986. 1.198 0.301
Skok u dalj (M) Mike Powell 8.95 1991. 1.312 0.269
Tablica 4.9: Procijenjene kvalitete trenutnih svjetskih rekorda Q i e−Q (silazno sor-
tirane)
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Napomenimo kako smo u Tablici 4.9 naveli svjetske rekorde iz baze podataka koju
smo napravili na pocˇetku ovog rada, a u kojoj smo zabiljezˇili rezultate zakljucˇno s
krajem 2017. godine. Nositelj svjetskog rekorda u musˇkom maratonu bio je Denis
Kipruto Kimetto´ koji je 2014. godine postavio rekord od 2:02:37. U meduvremenu,
tocˇnije 16.9.2018. rekord je oboren na 2:01:39 od strane alteticˇara Eliuda Kipchoge.
4.5 Osjetljivost procjena na izbor k
Sve nasˇe procjene γˆ, xˆ∗ i Q ovise o izboru prve stabilne regije od k. Za manje vrijed-
nosti od k, uglavnom izmedu 50 i 250, pronalazili smo skupove od barem 50 uzastop-
nih k takvih da procijenjene vrijednosti na toj regiji ne variraju previˇse. Medutim
ponekad izmedu 50 i 250 nismo mogli pronac´i stabilnu regiju jer su vrijedosti u toj
regiji jako oscilirale, stoga smo stabilnu regiju od k pokusˇavali pronac´i i za vec´e vri-
jednosti od k.
Kako je ova metoda cˇesto koriˇstena u literaturi i u praksi, bitno je dotaknuti se pita-
nja osjetljivosti cjelokupne procjene na nasˇ izbor k. U ovom c´emo poglavlju pokazati
kako nasˇe procjene nisu osjetljive na izbor k.
Nasˇu tvrdnju pokazat c´emo na dva slucˇaja, prvi kada je γ > 0, a drugi za γ < 0. Za
ispitivanje tvrdnje, simulirat c´emo deset slucˇajnih uzorka duljine 1000.
U prvom slucˇaju, simulirat c´emo uzorke iz standardne Cauchyjeve distribucije od ko-
jih c´emo uzeti apsolutnu vrijednost. Standardna Cauchyjeva distribucija ima funkciju
gustoc´e
f(x; 0, 1) :=
1
pi(1 + x2)
, x ≥ 0.
Ta funkcija distribucije je u domeni atrakcije od distribucije granicˇnih vrijednosti Gγ
s indeksom ekstremne vrijednosti γ = 1. Koristec´i metodu momenata prikazat c´emo
procjenitelj indeksa ekstremne vrijednosti za prvi slucˇajan uzorak kao funkciju od k
te odrediti prvu stabilnu regiju za 50 ≤ k ≤ 250.
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Tablica 4.10: Procjenitelj γˆ standardne Cauchyjeve distribucije kao funkcija od k
(lijeva slika); Prva stabilna regija: 60 ≤ k ≤ 130 (desna slika)
Odredivanjem prosjecˇne vrijednosti procjenitelja na odabranoj regiji dobili smo γˆ =
1.07. Na temelju dobivenog procjenitelja vidimo kako nasˇa metoda primijenjena na
ovaj uzorak rezultira dobrim procjeniteljem, no moguc´e je da se radi o slucˇajnoj po-
dudarnosti. Stoga c´emo postupak ponoviti na preostalih devet slucˇajnih uzoraka.
Dobivene procijenjene vrijednosti su prikazane su u Tablici 4.11.
Slucˇajni uzorci 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.
γˆ 1.07 0.89 0.94 0.87 1.06 0.96 0.86 0.99 0.98 0.99
Tablica 4.11: Procijenjene vrijednosti γˆ za deset slucˇajnih uzoraka iz standarde Ca-
uchyjeve distribucije
Zakljucˇujemo kako smo dobili deset dobrih procjena s prosjecˇnom vrijednosti od 0.96
i standardnom devijacijom od 0.07.
U drugom slucˇaju koristit c´emo podatke koji dolaze iz distribucije sa konacˇnom des-
nom krajnjom tocˇkom, odnosno gdje je γ ≤ 0. Podatke c´emo simulirati iz obrnute
Burr distribucije
F (x) := 1−
(
β
β + (x∗ − x)−τ
)λ
x < x∗, (4.2)
s parametrima β > 0, τ > 0, λ > 0 i krajnjom desnom tocˇkom x∗ > 0. Ovo je
takoder distribucija tesˇkog repa te predstavlja poopc´enje Pareto distribucije.
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Pokazˇimo, prvo, kako iz Burrove distribucije
F¯ (x) =
(
β
β + xτ
)λ
generirati obrnutu Burovu distribuciju. Neka je Y ′ slucˇajna varijabla na (−∞, x∗)
te neka je Y := 1/(x∗ − Y ′) slucˇajna varijabla koja dolazi iz Burrove distribucije.
Pokazˇimo da je tada Y ′ iz obrnute Burrove distribucije. Vrijedi
F¯Y ′(x) = P (Y
′ > x) = P (x∗ − Y ′ < x∗ − x) = P
(
1
x∗ − Y ′ >
1
x∗ − x
)
=
= P (Y > (x∗ − x)−1) =
(
β
β + (x∗ − x)−τ
)λ
,
pri cˇemu je x < x∗. Za x↗ x∗ vrijedi(
β
β + (x∗ − x)−τ
)λ
∼ 1
(x∗ − x)−τλ ,
stoga je repni indeks jednak −τλ tj. 1/γ = −τλ, iz cˇega slijedi γ = −1/(τλ).
Koristit c´emo proizvoljno odabranu vrijednost indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti
γ = −0.20, stoga su vrijednosti preostalih parametara β = 1, τ = 10, λ = 1/2 i
x∗ = 10 i vrijedi γ = −1/(10 · 1/2) = −1/5 = −0.20. U R − u ne postoji gotova
naredba za simulaciju podataka iz obrnute Burr distribucije, stoga c´emo podatke
simulirati na sljedec´i nacˇin. Zamijenit c´emo F (x) s U , gdje U predstavlja uniformno
distribuirane podatke na intervalu (0, 1) te c´emo izraziti x. Racˇunamo
U = 1−
(
1
1 + (10− x)−10
)1/2
⇐⇒ 1− U = (1 + (10− x)−10)−1/2
⇐⇒ (1− U)−2 − 1 = (10− x)−10 ⇐⇒ ((1− U)−2 − 1)−1/10 = 10− x
⇐⇒ x = 10−
(
1
(1− U)2 − 1
)−1/10
.
Sada mozˇemo simulirati prvi slucˇajan uzorak duljine 1000 iz obrnute Burr distribu-
cije te koristec´i metodu momenata prikazati procjenitelj indeksa razdiobe ekstremne
vrijednosti kao funkciju od k.
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Tablica 4.12: Procjenitelj γˆ obrnute Burrove distribucije kao funkcija od k (lijeva
slika); Prva stabilna regija: 100 ≤ k ≤ 170 (desna slika)
Odredivanjem prosjecˇne vrijednosti procjenitelja na odabranoj regiji dobili smo γ =
−0.17. Sada c´emo procijeniti krajnju desnu tocˇku x∗ na dva nacˇina, koristec´i procije-
njene vrijednosti od γ u ovisnosti o k i koristec´i fiksnu procjenu γˆ = −0.17. Rezultate
jednog uzorka dobivene na oba dva nacˇina prikazat c´emo na istom grafu na Slici 4.13
i to tako da c´emo punom linijom prikazati vrijednosti dobivene koristec´i γ u ovisnosti
o k, tocˇkastom linijom koristec´i fiksnu vrijednost od γ te iscrtkanom linijom pravu
vrijednost x∗ = 10.
Slika 4.13: Procjenitelji desne krajnje tocˇke kao funkcije od k
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Koristec´i metodu odabira prve stabilne regije od k za procjenu krajnje desne tocˇke
u prvom slucˇaju (γ u ovisnosti o k) dobijemo γˆ = 10.03, a u drugom slucˇaju (fiksan
γ) γˆ = 10.08. Ponovimo li postupak i na preostalim slucˇajnim uzorcima dobivamo
procijenjene vrijednosti prikazane u Tablici 4.13.
Slucˇajni uzorci 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.
γˆ -0.17 -0.16 -0.23 -0.24 -0.14 -0.21 -0.32 -0.21 -0.29 -0.18
(γ u ovisnosti o k)
xˆ∗
10.03 10.12 9.87 9.97 10.12 9.94 9.77 9.94 9.87 9.94
(fiksan γ)
xˆ∗
10.08 10.10 9.95 0.96 10.18 9.85 9.80 9.95 9.89 9.99
Tablica 4.13: Procijenjene vrijednosti γ i xˆ∗ za deset slucˇajnih uzoraka obrnute Bur-
rove distribucije
Rezultati pokazuju kako je prosjecˇna vrijednosti indeksa ekstremne vrijednosti -0.22,
a standardna devijacija 0.06, prosjecˇna vrijednost procjenitelja krajnje desne tocˇke
uz γ ovisan o k, 9.96, a standardna devijacija 0.11 te prosjecˇna vrijednosti od xˆ∗ uz
fiksan k jednaka 9.98, a standardna devijacija 0.12.
Na temelju gornjih simulacija, mozˇemo zakljucˇiti kako je metoda procjene koristec´i
prvu stabilnu regiju od k gdje 50 ≤ k ≤ 250 slabo (nedovoljno) osjetljiva na odabir
regije k.
4.6 Zakljucˇak
Nasˇe procjene krajnjih tocˇaka svjetskih disciplina tj. procjene ultimativnih svjetskih
rekorda (Tablica 4.7) pokazuju kako je i dalje moguc´e ostvariti znacˇajan napredak u
odnosu na trenutne svjetske rekorde.
Rezultati nasˇe analize pokazuju kako je najvec´i napredak moguc´e ostvariti u ba-
canju diska kod zˇena, i to za 13.63%, a slijedi moguc´e poboljˇsanje od 11.30% u
skoku u dalj kod zˇena, poboljˇsanje od 9.22% u zˇenskom maratonu te poboljˇsanje
trenutnog rekorda za 8.65% u bacanju koplja kod musˇkaraca. Promotrimo li pro-
cijenjene vrijednosti indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti (Tablica 4.5) navedenih
disciplina uocˇavamo kako su relativno visoke u odnosu na ostale discipline i to redom,
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−0.149,−0.117,−0.190,−0.162.
S druge strane, najmanji napredak ostvariv je u bacanju kladiva kod zˇena (0.20%),
trcˇanju na 1500 metara kod zˇena (0.42%), bacanju kladiva kod musˇkaraca (0.61%) te
trcˇanju na 800 metara kod zˇena (0.64%). Procijenjene vrijednosti indeksa razdiobe
ekstremne vrijednosti ovih disciplina su pak relativno male te iznose -0.332,-0.271,
-0.401,-0.247, redom.
Na temelju gornjih rezultata mozˇemo zakljucˇiti da povec´anjem vrijednost indeksa
razdiobe ekstremne vrijednosti raste moguc´nost poboljˇsanja trenutnog svjetskog re-
korda.
Nadalje, kvalitetu trenutnog svjetskog rekorda mjerili smo pomoc´u n(1 − F (Xn,n)),
sˇto je ocˇekivani broj prekoracˇenja trenutnog svjetskog rekorda. Svjetske rekorde vi-
soke kvalitete tesˇko je poboljˇsati, dok je za rekorde niske kvalitete vrlo vjerojatno da
c´e u skorijoj buduc´nosti biti oboreni.
Na temelju procijenjenih kvaliteta svjetskih rekorda (Tablica 4.9) dobivenih nasˇom
analizom, dobili smo da su discipline najvec´e kvalitete bacanje koplja kod zˇena
(0.959), musˇki maraton (0.956) te bacanje koplja kod musˇkaraca (0.935) stoga je
trenutni rekord u tim disciplinama najtezˇe poboljˇsati. S druge strane, skoro po-
boljˇsanje vrlo je vjerojatno kod skoka u dalj kod mˇusˇkaraca (0.269), bacanja kladiva
kod musˇkaraca (0.301) te skoka u dalj kod zˇena (0.325).
Usporedimo li rezultate prikazane u Tablicama 4.7 i 4.9 zakljucˇujemo kako kvaliteta
svjetskog rekorda i moguc´nost poboljˇsanja rekorda nisu ovisni jedno o drugome. To
znacˇi da rekord mozˇe imati veliku moguc´nost poboljˇsanja iako je visoke kvalitete,
ali visoka kvaliteta upuc´uje kako je to poboljˇsanje tesˇko ostvariti. Na primjer, to
vrijedi kod bacanja koplja kod musˇkaraca. U ovoj disciplini moguc´e je ostvariti veliki
napredak (8.65%), ali je isto tako trenutni rekord tesˇko oboriti jer je visoke kvalitete
(0.935). Vrijedi i obrat, kao sˇto je na primjer kod bacanja kladiva kod musˇkaraca
gdje je moguc´e ostvariti mali napredak (0.61%), ali je isto tako trenutni rekord niske
kvalitete (0.301).
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Sazˇetak
Primjenom teorije ekstremih vrijednosti na svjetske rekorde u atletici pokusˇali smo
dati odgovore na dva glavna pitanja: Koji je konacˇan tj. ultimativan svjetski rekord
u pojedinoj disciplini? Koliko su trenutni rekodi ”dobri” tj. koliko ih je tesˇko po-
boljˇsati? Pritom smo u obzir uzeli 10 atletskih disciplina gdje smo posebno razlikovali
musˇkarce i zˇene, a to su trcˇanje na 100 m, 400 m, 800 m, 1500 m, maraton, skok u vis
i dalj te bacanje diska, kladiva i koplja. Tako dobivena procjena ultimativnog rekorda
mozˇe nam rec´i sˇto je moguc´e postic´i u blizˇoj buduc´nosti s obzirom na danasˇnje fizicˇke
sposobnosti, znanje i sportsku opremu te regulativu o zabranjenim supstancama u
sportu.
Vazˇan rezultat teorije ekstremnih vrijednosti koji smo koristili kazˇe da maksimumi
uzorka nezavisnih jednako distribuiranih slucˇajnih varijabla, nakon odgovarajuc´e nor-
malizacije, mogu konvergirati po distribuciji samo u jednu od iduc´ih tri distribucija,
Gumbelovu, Fre`chetovu ili Weibullovu. Za nasˇu analizu posebno je vazˇna Weibullova
koja odgovara razdiobi s konacˇnim nosacˇem. Prilikom procjene parametara vazˇnih za
ovu analizu, susreli smo se s problemom izbora vrijednosti za k na kojima temeljimo
nasˇe procjenitelje te smo ispitali osjetljivost procjena na izbor k.
Dobivene procjene pokazuju kako je i dalje moguc´e ostvariti znacˇajan napredak u
odnosu na trenutne svjetske rekorde. Najvec´i napredak je moguc´e ostvariti u bacanju
diska i skoku u dalj kod zˇena, a najmanji u bacanju kladiva i trcˇanju na 1500 metara
kod zˇena. Takoder zakljucˇujemo kako neki od trenutnih svjetskih rekorda imaju viˇsu
kvalitetu od ostalih, sˇto znacˇi da ih je tezˇe poboljˇsati.
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Summary
By applying extreme value theory to world records in athletics, we attempted to an-
swer two questions: What is the ultimative world record in a specific athletic event?
How ”good” is the current world record, i.e. how difficult is it to improve? We con-
sider 10 events for both men and women, running at 100 m, 400 m, 800 m, 1500m,
marathon, high jump, long jump, hammer throw, discus throw and javelin throw.
Our estimated ultimate record tells us what is possible in the near future, given the
present knowledge, sports equipment and drug regulation.
Important result in extreme value theory used in our analysis says that the maximum
of a sample of independent identically distributed random variables, after proper nor-
malization, can only converge in distribution to one of three possible distributions,
Gumbel, Fre`chet or Weibull. Especially important for our analysis is Weibull, which
is a distribution with finite support. While estimating parameters, we face the pro-
blem of finding a good value for k so we tested procedure sensitivity to the choice of k.
Our estimations shows that substantial improvements over current record are still
possible, especially in discus throwing and long jump for women. On the other hand,
very little improvement is possible in hammer throwing and running at 1500 meters
for women. Also, some world records have higher quality then the rest, which means
they are more difficult to improve.
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